
















• 多倍長整数（整数の B 進表記），加減乗算は B 進表記の演算
• 多倍長有理数（多倍長整数の組として表す），加減乗算は分数の演算と
して
*1 最近の CPU は，動画や音声データの再生支援のため，また暗号計算の支援のために，よ


















Abel群をコンピュータの上で実現したければ，その Smith Normal Formを








アルゴリズムがある．Cohen [Coh93, Chap. 6], Pohst-Zassenhaus [PZ89]を
参照されたい．また最近の進展については Biasse and Fieker [BF13]がある．
Cohen 上掲書のアルゴリズムはほとんどが pari/gp [PAR17] に実装されて
いる．）




√|DK |(4/pi)r2(n!/nn), DK は K の判別式，r2 は虚素点の個
数，n は K の Q 上の次数 [K : Q] である．M(K) は往々にして巨大すぎる






Pari/gp では GRH を仮定した計算がデフォルト（特に設定を変更しな








素イデアル p [p, a, e, f,m], p は (p) = p ∩ Z なる素数，a は p の 2 元表示
p = pOK + aOK となる整数 a ∈ OK , eは分岐指数，f は相対次数，m
は p−1 = OK + mp OK となるm.
Pari/gpには，こういった量を求める関数が用意されている．
例 1.2.3. Pari/gp での有限 Abel 群は次のように表される：[h, d] もしくは
[h, d, g]が群そのもので，hは群の位数，d = [d1, . . . , dn]は di+1 | di となる因
子，d1d2 . . . dn = h.
指標
χ : G = ⊕nj=1(Z/djZ)gj → C×
















考文献は H. Cohen [Coh00]である．
有限次代数体K, その ray m, ray class group Clm(K)に対して，法 mの類


















• その候補となる多項式から得られる拡大体 K(m)′ が，K(m) であるこ
とを示す
– 候補となる多項式から得られるK(m)′ がK の Abel拡大であり
– Galois群が ray class groupと同型：Gal(K(m)′/K) ∼= Clm(K)
– K(m)′/K は mの外不分岐
– 類体論の一意性定理
という議論を経て，類体の定義多項式を得ることができる．数値計算はあくま












簡単のため，K が虚 2次体 K = Q(
√
D), D < 0で rayが自明な場合，つ
まり m = (1)で K(m) = K(1)が Hilbert類体の場合を考える．（この節の記





例 1.4.1. Pari/gp で具体例を計算してみよう．まず，デフォルトの精度（十
進で 28 桁）で j(−1+
√−23
2 ) を計算する．Pari/gp では，ellj() が j 関数で
ある．そして，その値の Q上の代数関係式を推測する関数 algdep()にその
値を渡す．しかし，推測された多項式の判別式（poldisc()で計算できる）の









675*x^3 + 2357936127*x^2 + 30668842140*x - 13231708022
? f=factor(poldisc(pol));
? print(f);
[2, 2; 3, 7; 241, 1; 23321, 1; 120472360578334144019173565093, 1]
精度を 57桁に挙げて計算し直してみると，代数関係式の判別式の素因数に














x^3 + 3491750*x^2 - 5151296875*x + 12771880859375
? f=factor(poldisc(pol));
? print(f);




[-1084125*x^2 + 1904875*x - 1437500]




f をレベル 1, 重さ k のモジュラー形式とする（モジュラー形式については








































η は重さ 1/2 のモジュラー形式である．適切な”multiplier system” vη に
よって，

















) ∈ SL2(Z) ∣∣ b ≡ 0 (mod pq) }
に関する，適切な”multiplier system” vg に対するモジュラー関数になる：
gp,q(γτ) = vg(γ)gp,q(τ), τ ∈ Γ0(pq).
特に，整数 eが 24 | e(p − 1)(q − 1)を満たすなら，gep,q(τ)は Γ0(pq)で不変
になる．
定理 1.4.2. 整数 p, q, e のとり方に関する適切な仮定のもとで，6pq と互いに
















(X − gp,q,e(a)) ∈ Z[X],
はK 上（また Z上）既約で，その根の一つをK に添加した体がK(1)に等し
い．また，Pp,q,e(X)の定数項は ±1.
例 1.4.4. 例 1.4.1と同様に，j 関数の値を計算して代数的な関係式を導くとい
う方法で，虚 2次体K = Q(√−199)の Hilbert類体の定義多項式を計算でき
るか試してみよう．このK のイデアル類群は位数が 9の巡回群である．
精度を挙げつつ計算すると，十進 832桁の精度で











一方，上述の Scherz のアルゴリズムの実装である quadhilbert() を使
うと，
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